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t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ♣✉✐s s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❡❧ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ♠❛♥✉s❝r✐ts✳
❊♥✜♥✱ s❡❝t✐♦♥ ✻✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❡♥ ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳
✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ✿ ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ✈♦❧❛t❛
◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡ ❞♦♥t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛✉①✳ P♦s❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r E ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡t H ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✱ ✈ér✐✜❛♥t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✬❛st✉❝❡
❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❬❋❡✐❣❡♥❜❛✉♠✱ ✶✾✼✼❪ ✿ t♦✉t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
✭E ⊂ H✮✳ ❙✉r ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ t❡st ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥  ✐♥❞✐q✉❛♥t
q✉✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦✉✈r❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s q✉✬❡❧❧❡ s✉❜s✉♠❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥
❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ✿ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡♥ s✉❜s✉♠❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ s✐ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ♦♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❧❛
s❡❝♦♥❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥  ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r H×H✳
❊♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s Y✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢
✜♥❛❧ ét❛♥t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❆✈❛♥t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉♣❡r✈✐sé❡ r❡ç♦✐t ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (xi, yi) ❛✈❡❝ xi ∈ E ❡t yi ∈ Y ✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❛♣✲
♣r❡♥❛♥t ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ét❛♥t
❞✐s❥♦✐♥t ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ♥♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❯♥ ❜✉t ❡st
❞♦♥❝ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥s❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❚♦rr❡✱ ✷✵✵✺❪
❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✈♦❧❛t❛✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à s❡ ❞♦♥♥❡r E ✱ H ❡t
✱ ♣✉✐s à ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r H × E q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✳ ❈❡s
♣♦✐♥ts ét❛♥t ✜①és✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✈♦❧❛t❛ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ér✐q✉❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥
❝❤♦✐s✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ✈♦❧❛t❛ ✈✐s❡
à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t✱
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ✭♣❛r♠✐ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❢♦✉r♥✐s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱
❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦✉✈r❡ q✉❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s❛ ❝❧❛ss❡✮ ❡t ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st
❝♦♠♣❧❡t ✭t♦✉t ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ rè❣❧❡✮✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦sés s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣♦✉rs✉✐✈✐ ✿
✕ ❞❧❣ ❬❲❡❜❜ ❛♥❞ ❆❣❛r✱ ✶✾✾✷❪ ❡st r❛♣✐❞❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❀
✕ ❣❧♦❜♦ ❬❚♦rr❡✱ ✷✵✵✺❪ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♣✉✐s ♦♣èr❡ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉✬✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ❀
✷
✕ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜❛❣❣✐♥❣ ♦✉ ❧❡ ❜♦♦st✐♥❣✱ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❛♣✲
♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s q✉✐ ✈♦♥t ✈♦t❡r ♣♦✉r ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡①❡♠♣❧❡✳
❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
s✉r ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❣❧♦❜♦♦st✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦rr❡❝t❡s ❡t ❞❡ ❧❡s ❢❛✐r❡ ✈♦t❡r à é❣❛❧✐té✳ P♦✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡t ♣♦✉r
❣❧♦❜♦♦st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❬❑✉♥❝❤❡✈❛
❛♥❞ ❲❤✐t❛❦❡r✱ ✷✵✵✸❪ ✿ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ✈♦t❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♥✬❛ ❞❡ s❡♥s
q✉❡ s✐ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés✱ ❡t ❡♥✜♥ ❣❧♦❜♦♦st✳
✷✳✶ ❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
(H,) ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛r❝♦✉r✐r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t O ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❤②✲
♣♦t❤ès❡ ❞❡ H✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ H✳ ❯♥ t❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r s✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st s♦✐t ❛s❝❡♥❞❛♥t ✭∀h ∈ H : O(h) ⊆ {h′ : h′  h}✮✱ s♦✐t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t
✭∀h ∈ H : O(h) ⊆ {h′ : h  h′}✮✳ ❆✐♥s✐ ❞é✜♥✐✱ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s
❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ à ❣é♥ér❛❧✐s❡r✳ ❈❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ♦♥t été ét✉❞✐és✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❡t ré✉♥✐❡s
♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♦♣t✐♠❛✉① ❬❉❡ ❘❛❡❞t ❛♥❞ ❇r✉②♥♦♦❣❤❡✱ ✶✾✾✸❪✱ ❞❡s ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ✐❞é❛✉① ❞♦♥t ✐❧ ❡st ♣r♦✉✈é q✉✬✐❧s ♥✬❡①✐st❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s
♣♦✉r ❧✬✐❞é❛❧✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❬✈❛♥ ❞❡r ▲❛❛❣ ❛♥❞ ◆✐❡♥❤✉②s✲❈❤❡♥❣✱ ✶✾✾✹✱ ❚♦rr❡
❛♥❞ ❘♦✉✈❡✐r♦❧✱ ✶✾✾✼❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❛r❢❛✐ts ❬❚♦rr❡✱ ✷✵✵✵❪✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣❛rt ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛s❝❡♥❞❛♥ts ❡t ❣✉✐❞és ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t✱ ♥♦♥ ♣❛s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
s❡✉❧❡✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡♥t ❞♦✐✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦✜❧ s✉✐✈❛♥t ✿
❣ :
{
H× E → H
(h, e) → h′
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥✐❝✐té ♣r♦❝✉r❡ ✉♥❡ ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡ ❡✣❝❛❝✐té ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❤②♣♦✲
t❤ès❡s ✿ ♥♦tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r s✉✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s (H,)✱ s❛♥s ❛✈♦✐r ♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❤♦✐① à ❣ér❡r✱
♥✐ ❞❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦ à ❡✛❡❝t✉❡r✱ ♥✐ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s à ♠❛✐♥t❡♥✐r✳ ◆❛t✉r❡❧✲
❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉✬✉♥ t❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦✉✈r❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❛❥♦✉té✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡st ♣ré❝✐sé ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭♠♦♥♦t♦♥✐❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡✮ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❣ ❡st ✐♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ✿ ∀h ∈ H, ∀e ∈ E : g = ❣(h, e)⇒ (g  h) ∧ (g  e)✳
P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✉♥ ♣❛r ✉♥✱ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞✐ts ✐♥❝ré♠❡♥t❛✉① ❡t ♣♦s❡♥t
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❣∗(E)
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❣ à ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s E ⊆ E ✿ ❣∗(E) =
❣(❣(. . . ,❣(E[1], E[2]), . . . E[n− 1]), E[n])✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭s❡♥s✐❜✐❧✐té✮ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❣ ❡st ❞✐t s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡
❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s E,E′ ⊆ E ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s n ❡①❡♠♣❧❡s ♠❛✐s ❞❛♥s ❞❡s ♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❡t t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ ❣∗(E) 6= ❣∗(E′)✳
❈❡tt❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té s❡r❛ s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ❛♣♣r✐s❡s ♦✉ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✳
✸
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡✮ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❣ ❡st ❡①✲♠♦♥♦t♦♥❡ ss✐ ❧♦rsq✉❡ ∀p, n ∈
E , ∀h ∈ H : ❣(h, p)  n ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s E ⊆ E ✿ ❣∗(E)  p⇒ ❣∗(E) 
n✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❣ ✐♥❞✉✐t ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❙✐ ❣ ❡st tr♦♣ ✜♥✱ ❣ ♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❡t ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❝÷✉r ✈❛ s✉r✈❡♥✐r✳ ❙✐ ❣ ❡st tr♦♣ ❣r♦ss✐❡r✱ t♦✉t❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛r ❣ ❝♦✉✈r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s
❡t ♣r♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♥❝♦rr❡❝t❡s✳
❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡①✐❣é❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♦♣t✐♠❛✉①✱
❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ♦✉ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣❛s ✿ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ O✱ s✐ h ∈ O(g)✱ ✐❧ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❡①✐st❡r ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ h′ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ q✉❡ h
q✉✐ s✉❜s✉♠❡ g✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s❡ ❝♦♥❢♦♥❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡
❣é♥ér❛❧✐sé✳
✷✳✷ ❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ H✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s E ⊆ E✱ ✉♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ h ∈ H ❡st ❞✐t❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ E s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀e ∈ E : h  e ❡t ✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s h′ ✈ér✐✜❛♥t ∀e ∈ E : (h′  e) ∧ (h ≻ h′)✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣✉✐sq✉❡
t♦✉t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✭❛st✉❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✮✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❡①❡♠♣❧❡s✱ ♥♦✉s ❧❡ ✈ér✐✜❡r♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ✭H,✮ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s
❣é♥ér❛❧✐sés ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rt❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❛ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✉♥✐q✉❡
✭❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡ H ❞♦té❡ ❞❡  s♦✐t ✉♥ s✉♣✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✮ ❡t ♥♦t❡r ♠❣ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
❖❜s❡r✈♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❛ été ♣♦sé ✉♥✐q✉❡✳ P❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✱ t♦✉t ♦♣ér❛t❡✉r ♠❣ ❡st ✐♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ♣❛r s♦♥ ✉♥✐❝✐té✱ t♦✉t
♦♣ér❛t❡✉r ♠❣ ❡st ❡①✲♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❊♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣❛s à tr❛✈❡rs ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ♠❣✱ ♥♦✉s r❡♣♦rt♦♥s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❣ s✉r ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té
✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ (H,)✳ ▲❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s H q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s
♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❝÷✉r ✿ ❧❡ ♠♦✐♥❞r❡✲❣é♥ér❛❧✐sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉①
❡①❡♠♣❧❡s ❞♦✐t ❝♦✉✈r✐r ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❀ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❞❛♥s H✳
▼✉♥✐s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐s❝✉t❡r ❞❡ ❧❡✉r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✳
✷✳✸ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥s
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ♣❛r ✈♦❧❛t❛
♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦rr❡❝t❡s ❡t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞✐✈❡rs❡s✳
✷✳✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦rr❡❝t❡
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❢♦✉r♥✐❡s ❛✈❡❝
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s
❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞é❞✐é❡ à ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s
✹
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝✐❜❧❡✮✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡
❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❧❛ss❡s ✭q✉✐ s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✮✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❇r✐q✉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✈♦❧❛t❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❣❝
❡♥tré❡s ✿ E = [p1, . . . , pn] ⊆ E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♦r❞♦♥♥é ❞❡ n ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡✱
N ⊆ E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡s✳
s♦rt✐❡ ✿ h ∈ H ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ E ❡t
❝♦rr❡❝t❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ N ✳
✶✿ ❞é❜✉t
✷✿ g = p1
✸✿ ♣♦✉r i = 2 t♦ n ❢❛✐r❡
✹✿ g′ = ❣(g, pi)
✺✿ s✐ ✭∀e ∈ N : g′ 6 e✮ ❛❧♦rs
✻✿ g = g′
✼✿ ✜♥ s✐
✽✿ ✜♥ ♣♦✉r
✾✿ r❡♥✈♦②❡r
h(x) =
{
❝❧❛ss❡(E) s✐ g  x
0 s✐♥♦♥ ✭❛❜st❡♥t✐♦♥✮
✶✵✿ ✜♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❣❧♦❜♦♦st
❡♥tré❡s ✿ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ét✐q✉❡tés (xi ∈
X , yi ∈ Y) ❡t T ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳
s♦rt✐❡ ✿ H ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ✜♥❛❧✳
✶✿ ❞é❜✉t
✷✿ ♣♦✉r t = 1 t♦ T ❢❛✐r❡
✸✿ ❝✐❜❧❡ ❂ ❛✉❍❛s❛r❞❉❛♥s(Y)
✹✿ P = [xi|yi = ❝✐❜❧❡]
✺✿ N = [xi|yi 6= ❝✐❜❧❡]
✻✿ ♠é❧❛♥❣❡r P ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
✼✿ ht = ❣❝✭P ✱N✮
✽✿ ✜♥ ♣♦✉r
✾✿ r❡♥✈♦②❡r
H(x) = argmax
y∈Y

ht(x)=y∑
1≤t≤T
+1


✶✵✿ ✜♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ❛❞♠✐s❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❣❝ ✭❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡✮
❞é❝r✐t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❣ ❡t ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣r♦❞✉✐t❡✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♥♦♠♠é ❣r❛✐♥❡ ❡t s❡rt ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❈✬❡st à ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ✭❧✐❣♥❡
✷✮ q✉✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧✬❛st✉❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ✿ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r s✬✐♥t❡r♣rét❡r
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❣r❛✐♥❡✱ ❣❝ ❡ss❛②❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❣✱ ❝❤❛q✉❡ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝✐❜❧❡ ❀ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡
✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ ❛♠è♥❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥❝♦rr❡❝t❡ ♥✬❡st ♣❛s
❛❝❝❡♣té ❀ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛❧♦rs ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡✳
❇❛sé s✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣✱ ❣❝ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛s❝❡♥❞❛♥t❡✳ ❙✐ ❣ ❡st
✐♥✲♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣r♦❞✉✐t❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❣❝ s♦♥t
✐♥❝❧✉s❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❡t ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❣❛r❛♥t✐t q✉✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦✉✈❡rt à ✉♥ ✐♥st❛♥t
❧❡ s❡r❛ ❛✉ss✐ ♣❛r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❙✐ ❣ ❡st ❡①✲♠♦♥♦t♦♥❡✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡
❝✐❜❧❡ r❡❥❡té à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ét❛♣❡ ♣❛r ❣❝✱ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t
♣r♦❞✉✐t❡✳ ❈❡❧❛ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ✿ s✐ ❣❝ r❡❥❡tt❡ ✉♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣(h, p) ❝❛r ❣(h, p) s✉❜s✉♠❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ n ❛❧♦rs t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ h ♣❛r ❣ ❝♦✉✈r❛♥t p ❝♦✉✈r✐r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t n✱ ❡t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s❡r❛ à s♦♥ t♦✉r
r❡❥❡té❡ ♣❛r ❣❝✳ ❯♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❣❝ ❡st ❡♥ ❝❡ s❡♥s ♠❛①✐♠❛❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡ ✿
❛✉❝✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝✐❜❧❡ ♥♦♥ ❞é❥à ❝♦✉✈❡rt ♥❡ ♣❡✉t ❧✉✐ êtr❡ ❛❥♦✉té s❛♥s ♣❡r❞r❡
❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❢èr❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❡✣❝❛❝✐té à ❣❝ q✉✐ ❡♥ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛
❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣r♦❞✉✐t❡ s❛♥s ❛✈♦✐r à ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❣❝
❛ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❣ ♥✬② ❡st ♣❛s s❡♥s✐❜❧❡ ✿
s❡❧♦♥ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❝♦✉r❛♥t❡✱ ♣❛ssé ❧❡ t❡st ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t êtr❡ ❛❝❝❡♣té✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
✐♥❝♦rr❡❝t❡ ❡t êtr❡ r❡❥❡té✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ s✐ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❛♣♣r✐s ❡st r❡q✉✐s❡✳ ❊♥✜♥✱ ✐♥❞✐q✉♦♥s q✉✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❝✉♠✉❧❡
✺
❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❡♥ ♣❧✉s ✿ ❣❝ s✉✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥sH ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t
♣❛r ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣❛s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠❣✱ ❧❡q✉❡❧ ✈ér✐✜❡ ♥♦s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✱ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡
❞✐✈❡rs✐té ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣❝✳ ■❧ r❡st❡ à ✐tér❡r ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡
✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✳
✷✳✸✳✷ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♠♣❧❡t
❣❧♦❜♦♦st ❡st ❞é❝r✐t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡t ✈✐s❡ à ♣r♦❞✉✐r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t T ❤②♣♦t❤ès❡s
❝♦rr❡❝t❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡r♦♥t ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡♥ ✈♦t❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞s ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ➚ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
T ét❛♣❡s✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❛✉ ❤❛s❛r❞✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s
s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és✱ ♣✉✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❝ ❡st ❛♣♣❡❧é s✉r ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♠é❧❛♥❣és ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✭❝❡
q✉✐ ✈❛ ❥♦✉❡r s✉r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣❝ ❡t ❛✐♥s✐ ❡♥❝♦✉r❛❣❡r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✮✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❣❧♦❜♦♦st ♥✬❡st ♣❛s à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜♦♦st✐♥❣ ✿ ✐❧ ♥❡
❜é♥é✜❝✐❡ ♣❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ P❆❈✱ ♥✐ ❞❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ❣❧♦❜♦♦st ♥❡
s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜❛❣❣✐♥❣ ❝❛r ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❣❧♦❜♦♦st ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❛♥❞♦♠✐sé✳
✷✳✹ ❇✐❧❛♥ ✈♦❧❛t❛✱ ✈❡rs ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s
▲❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés✱ ❣❝ ❡t ❣❧♦❜♦♦st✱ s♦♥t ❣é♥ér✐q✉❡s ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥✐✲
q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❣ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❣❝ ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛✈❡❝ ✉♥
❡①❡♠♣❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ✈♦❧❛t❛ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r H ❡t ✱ ♣✉✐s à ét✉❞✐❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❝❤♦✐① ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠❣ ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ r❡q✉✐❡rt ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✮✳ ➚ ❞é❢❛✉t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥✐❝✐té✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ét✉❞✐❡r♦♥s
s❡s ♣r♦♣r✐étés ✿ ♠♦♥♦t♦♥✐❡s✱ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧✬♦r❞r❡✱ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ✐♥❞✉✐t❡ ❡t ❞✐✈❡rs✐té ♣r♦❞✉✐t❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞❡s ♠♦ts ❝♦♥str✉✐ts s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ ✜①é
✭E = Σ∗✮ ❡t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞♦✐t ❞é♥♦t❡r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Σ∗✳
❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s H ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ♦✉
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts✳ ❈❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✐s♣♦s❡♥t ❞✬✉♥ t❡st ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧
q✉✐ ❡st ❧❡ t❡st ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠❣ ♣r❡♥❞
✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ❡t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦t m ❡t ♣r♦❞✉✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❧❛♥❣❛❣❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s✮ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s L ❡t m✳
▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ✭r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s✱ ❞❡s ❣r❛♠♠❛✐r❡s✱ ❡t❝✳✮ ❡st ❧❡
❜✉t ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❡✳ ❯♥ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡
à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ♣✉✐s à ét✉❞✐❡r s♦♥ ❛♣♣r❡♥❛❜✐❧✐té à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣❛r ♣♦s✐t✐❢s s❡✉❧s ✿
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝✐❜❧❡✱ ❧❡s ♠♦ts ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ s♦♥t ❢♦✉r♥✐s ✉♥ ♣❛r ✉♥ à ❧✬❛♣♣r❡♥❛♥t✱
à ❝❤❛q✉❡ ❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛♣♣r❡♥❛♥t ❞♦✐t ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♠♦ts
❞é❥à ✈✉s ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t s❡ st❛❜✐❧✐s❡r s✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ❧❡ ✈♦②♦♥s ✿ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
♠❣ ❞é❞✐é à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞✬❛♣♣r❡♥❛❜✐❧✐té✳ ❆✐♥s✐✱ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♠❣ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s✱
✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬❛♣♣r❡♥❛❜✐❧✐té ét❛❜❧✐❡s ♣♦✉r ❝❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡s ♠♦ts ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣r✐♠❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉❡ ♥♦tr❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣❛s ♥❡
❝♦♥❞✉✐s❡ à ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❝÷✉r✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❡♥❝❤♦♥s
s✉r ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s✱ ♣✉✐s s✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts✳
✸ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦ts ❡♥ ❛✉t♦♠❛t❡s
❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬❛✉✲
t♦♠❛t❡s q✉✐ ❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r❡♥❛❜✐❧✐té à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣♦s✐t✐❢s s❡✉❧s ✿ ❧❡s k✲❚❙❙
❬●❛r❝í❛ ❛♥❞ ❱✐❞❛❧✱ ✶✾✾✵❪ ❡t ❧❡s 0✲ré✈❡rs✐❜❧❡s ❬❆♥❣❧✉✐♥✱ ✶✾✽✷❪✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ❝❡tt❡
✻
s❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❝❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬❛♣♣r❡♥❛❜✐❧✐té ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠❣ q✉❡ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s✱
♠♦❞✉❧♦ q✉❡❧q✉❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳
✸✳✶ ❆✉t♦♠❛t❡s ❦✲❚❙❙
●r♦ss✐èr❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ k✲t❡st❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s str✐❝t ✭k✲❚❙❙✮ s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
❞❡ t❛✐❧❧❡ k ❛✉t♦r✐sé❡s à ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦ts ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡t s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❡♥ ❝❡❧❛ ❞❡s
N ✲❣r❛♠♠❡s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ k✲❚❙❙ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❧❛♥❣❛❣❡ k t❡st❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s str✐❝t✮ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ k✲❚❙❙✱ k ét❛♥t ✜①é ❡t s✉✲
♣ér✐❡✉r à ✶✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ I ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ✐♥✐t✐❛✉① ❛✉t♦r✐sés u ✭|u| = k−1✮✱ F ❧❡s s❡❣♠❡♥ts
✜♥❛✉① ❛✉t♦r✐sés v ✭|v| = k − 1✮✱ T ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ✐♥t❡r❞✐ts✱ t♦✉s ❞❡ t❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡ à k ❡t W ❧❡s
♠♦ts w ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ t❡❧s q✉❡ |w| < k − 1✮✳ ▲❡s ♠♦ts ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
L(Σ, I, F, T,W ) = W ∪ (IΣ∗ ∩ Σ∗F ) \ Σ∗TΣ∗✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ■♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s k✲❚❙❙ ♠♦✐♥❞r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❣tss✐
❡♥tré❡s ✿ h = (Q, δ, q0, F ) ✉♥ k✲❚❙❙✱ w ✉♥
♠♦t ❡t k ✉♥ ❡♥t✐❡r
s♦rt✐❡ ✿ h′ ❛✉t♦♠❛t❡ k✲❚❙❙ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ h ❝♦✉✈r❛♥t w
✶✿ ❞é❜✉t
✷✿ q = q0
✸✿ ♣♦✉r i = 1 à |w| ❢❛✐r❡
✹✿ v = q.wi ④ ♦♥ ❝♦♥❝❛tè♥❡ ❧❡ ♠♦t ❞❡ q ❡t ❧❛
iè♠❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ w ⑥
✺✿ s✐ ✭|v| = k✮ ❛❧♦rs
✻✿ v = v2,...,|v|
✼✿ ✜♥ s✐
✽✿ nq = v
✾✿ ❛❥♦✉t❡r nq à Q
✶✵✿ ❛❥♦✉t❡r (q, wi, nq) à δ
✶✶✿ q = nq
✶✷✿ ✜♥ ♣♦✉r
✶✸✿ ❛❥♦✉t❡r q à F
✶✹✿ r❡♥✈♦②❡r h′ = (Q, δ, q0, F )
✶✺✿ ✜♥
❆✈❡❝ ❧❡s ♠♦ts {ǫ, aa, aba, abba, abbba} ❡t k = 3✱
♦♥ ❛♣♣r❡♥❞ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ✿
ǫ
a aa
ab
ba bb
a
a
b
a
b
a
❜
s♦✐t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✸✲❚❙❙ s✉✐✈❛♥t ✿
Σ = {a, b}
W = {ǫ}
I = {aa, ab}
F = {aa, ba}
T = {aaa, aab, baa, bab}
❬●❛r❝í❛ ❛♥❞ ❱✐❞❛❧✱ ✶✾✾✵❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s s❡✉❧s ❡t ♦♥t
♣r♦✉✈é q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❧❛♥❣❛❣❡ k✲❚❙❙ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❆✈❡❝ ♥♦tr❡
✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡✱ ❬●❛r❝í❛ ❛♥❞ ❱✐❞❛❧✱ ✶✾✾✵❪ ♦♥t ❞é♠♦♥tré ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❛♥s
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s k✲❚❙❙ ❡t ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t
é✈❛❝✉é ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❣ér❛♥t ❧❡ ✢✉① ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ♥♦♠♠é❡ ♠❣tss✐ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❞♦♥t ❧❛ ❝❧❡❢ ❡st q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❡st r❡♣rés❡♥té
♣❛r ❧❡s k − 1 ❞❡r♥✐èr❡s ❧❡ttr❡s ❧✉❡s ❛✈❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡t ét❛t✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬❛st✉❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ✿ à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✲♠♦t w ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❧❛♥❣❛❣❡ k✲❚❙❙ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t w✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✲k✲❚❙❙ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r
♠❣tss✐((q0, ∅, q0, ∅), k, w)✳
✼
✸✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡s ✵✲ré✈❡rs✐❜❧❡s
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s k✲ré✈❡rs✐❜❧❡s ❬❆♥❣❧✉✐♥✱ ✶✾✽✷❪ ❡st s♦✉✈❡♥t ❥✉❣é❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉❡ ❧❛
♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s k✲❚❙❙ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♣✲
t❡r ❡t ❞♦♥❝ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s q✉✐ ♣♦s❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
♦✉ s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❧❡ttr❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ s✉r Σ = {a, b} ❞❡s ♠♦ts
❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ a ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ b✱ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ 0✲ré✈❡rs✐❜❧❡ ♠❛✐s ♣❛s
k✲❚❙❙✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t k✳
❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s à k = 0✱ ♣❛r s✐♠♣❧❡ s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♠❛✐s ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ s✬ét❡♥❞ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té à ✉♥ k q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❯♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❡st 0✲ré✈❡rs✐❜❧❡
s✬✐❧ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t s✐ s♦♥ ♠✐r♦✐r ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ ◆♦t♦♥s q✉❡✱ q✉❛♥❞ ❝❡❧❛ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ✉♥
❡①❡♠♣❧❡✲♠♦t w ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✲❛✉t♦♠❛t❡ q✉✐ r❡❝♦♥♥❛ît ✉♥✐q✉❡♠❡♥t w ✭✐❧
s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ 0✲ré✈❡rs✐❜❧❡✮✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s
0✲ré✈❡rs✐❜❧❡s ❡st ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❆♥❣❧✉✐♥✱ ✶✾✽✷❪ ✿ ✐❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ P❚❆ ✭Pr❡✜① ❚r❡❡
❆❝❝❡♣t♦r✱ ❛✉t♦♠❛t❡ q✉✐ r❡❝♦♥♥❛ît ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦ts ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✮ ♣✉✐s à ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞❡s
ét❛ts ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ré✈❡rs✐❜❧❡✳ ◆♦tr❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ✭♠❣③r✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✮
❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦t ❞❛♥s ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❡①✐st❛♥t à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉ P❚❆ ✿ ❛✉ ❜❡s♦✐♥
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜r❛♥❝❤❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞é❞✐é❡ à r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❝❡ ♠♦t ❡st ❝réé❡✳ P✉✐s✱ ♠❣③r ♦♣èr❡
❧❡s ❢✉s✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♥✬❛✈♦✐r q✉✬✉♥ ét❛t ✜♥❛❧✱ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t ✉♥
❛✉t♦♠❛t❡✲♠✐r♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ■♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s 0✲ré✈❡rs✐❜❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❣③r
❡♥tré❡s ✿ h = (Q, δ, q0, F ) ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ 0✲
ré✈❡rs✐❜❧❡✱ w ✉♥ ♠♦t
s♦rt✐❡ ✿ h′ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ 0✲ré✈❡rs✐❜❧❡✱ ❣é♥ér❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ h r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t w
✶✿ ❞é❜✉t
✷✿ i = 1 ❀ q = q0
④ s✉✐✈✐ ❞❡s ét❛ts ❡①✐st❛♥ts ⑥
✸✿ t❛♥t q✉❡ δ(q, wi) ❡st ❞é✜♥✐ ❢❛✐r❡
✹✿ q = δ(q, wi) ❀ i = i+ 1
✺✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡
④ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡s
❧❡ttr❡s r❡st❛♥t❡s ⑥
✻✿ t❛♥t q✉❡ i ≤ |w| ❢❛✐r❡
✼✿ ❝ré❡r ✉♥ ét❛t q′ ❡t ❧✬❛❥♦✉t❡r à Q
✽✿ ❛❥♦✉t❡r (q, wi, q
′) à δ
✾✿ i = i+ 1
✶✵✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡
✶✶✿ ❛❥♦✉t❡r q à F
④ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ❢✉s✐♦♥s ⑥
✶✷✿ ❢✉s✐♦♥♥❡r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞❡ F
✶✸✿ ré♣ét❡r
✶✹✿ s✐ ∃A,B ∈ Q ❡t ∃l ∈ Σ t❡❧s q✉❡ δ(A, l) =
δ(B, l)✱ ❢✉s✐♦♥♥❡r A ❡t B
✶✺✿ s✐ ∃A,B,E ∈ Q ❡t ∃l ∈ Σ t❡❧s q✉❡
δ(E, l) = {A,B}✱ ❢✉s✐♦♥♥❡r A ❡t B
✶✻✿ ❥✉sq✉✬à ♣❧✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥
✶✼✿ r❡♥✈♦②❡r h′ = (Q, δ, q0, F )
✶✽✿ ✜♥
▲❡s tr♦✐s ❝❛s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ③r ❢✉s✐♦♥♥❡♥t ❧❡s
ét❛ts A ❡t B ✭l ∈ Σ✮ ✿
A
B
A
B
l
l
A
B
l
l
✹ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❡♥ ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts
▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts✱ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ét❛♥t
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦t✲❝❡♥tr❡ o✱ ✉♥ r❛②♦♥ r ❡t ♥♦té❡ Br(o)✳ ❯♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♠♦ts Br(o) ❝♦♥t✐❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts à ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à r ❞❡ o✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ Br(o) = {w ∈
✽
Σ∗|d(o, w) ≤ r}✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ t❡st ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥  ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ h = Br(o)
❡t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ e ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡st ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦t à ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✿ h  e ⇔
d(e, o) ≤ r✳ ▲❡ t❡st ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s h = Br(o) ❡t h′ = Br′(o′) ❡st
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✿ h  h′ ⇔ ∀e ∈ h′ : h  e✳ P♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬❛st✉❝❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✲♠♦t w ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r B0(w)✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✲❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥
✵ ❝❡♥tré❡ s✉r w✳
▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥✱ ♦✉ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❬▲❡✈❡♥s❤t❡✐♥✱ ✶✾✻✺❪✱ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ♣❛r♠✐ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥✱ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❛
✉♥ ❝♦ût ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❛ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦t à ✉♥ s❡❝♦♥❞✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉①
♠♦ts w,w′ ∈ Σ∗✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ w s❡ réé❝r✐t ❡♥ w′ ❡♥ ✉♥ ♣❛s✱ ♥♦té w −→ w′ s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿
✕ w = uav ❡t w′ = uv ❛✈❡❝ u, v ∈ Σ∗ ❡t a ∈ Σ ✭s✉♣♣r❡ss✐♦♥✮ ❀
✕ w = uv ❡t w′ = uav ❛✈❡❝ u, v ∈ Σ∗ ❡t a ∈ Σ ✭✐♥s❡rt✐♦♥✮ ❀
✕ w = uav ❡t w′ = ubv ❛✈❡❝ u, v ∈ Σ∗✱ a, b ∈ Σ✱ a 6= b ✭s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s w
k
−→ w′ s✐ w ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ ❡♥ w′ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ k ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❉✐st❛♥❝❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥✮ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦ts w ❡t w′✱ ♥♦té❡
d(w,w′)✱ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r réé❝r✐r❡ w ❡♥ w′ ❀
❝✬❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r k ∈ N t❡❧ q✉❡ w
k
−→ w′✳
❊①❡♠♣❧❡ ✶ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ d(abaa, aab) = 2 ❝❛r abaa ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ♣❛s
♣♦✉r êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ aab ✿ abaa −→ aaa −→ aab✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥
❞❡ ♣❛ss❡r ❞✉ ♠♦t abaa ❛✉ ♠♦t aab ✿ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ a ♣❛r ✉♥ b✱ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t abaa −→ abab −→ aab✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d(w,w′) ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ✿
d(ua, vb) = min


d(ua, v) + 1
d(u, v) + ❝♦ût✭s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮
d(u, vb) + 1
♦ù ❝♦ût✭s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮ ✈❛✉t 0 s✐ a = b✱ 1 s✐♥♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❡✛❡❝t✉❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥O (|w| · |w′|)
♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❬❲❛❣♥❡r ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r✱ ✶✾✼✹❪✳ ❙♦♥ ❜✉t ❡st ❞❡ r❡♠♣❧✐r ✉♥❡ ♠❛✲
tr✐❝❡ M ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ M
[
|w|+1
][
|w′|+1
]
❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ d(w,w′)✱ ❡♥
❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ w ❡t w′✳
▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r s✉r ❧❡s
❝❛s❡s ❞✬♦ù ♣r♦✈✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡M [i][j] ✿ ❞❡M [i+1][j]+1✱ ♦✉ ❞❡M [i][j]+❝♦ût✭s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ M [i][j + 1] + 1✳ ❈❡ ♣♦✐♥t❡✉r ♥♦✉s ❞✐t q✉❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❝❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ♥♦✉s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♠♦t à ❧✬❛✉tr❡✳
✹✳✷ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts
❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✈♦❧❛t❛ ❞é❝r✐t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛✲
t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡
✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❡t ✉♥ ♠♦t✱ ❡t ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜♦✉❧❡✳ ➚ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
♥♦✉s ✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠❣✱ ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
❞✬❛♣♣r❡♥❛❜✐❧✐té ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♥❡ ♣❛ss❡♥t ♣❛s ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧
♦♣ér❛t❡✉r ❬❚❛♥t✐♥✐✱ ✷✵✵✾❪✳
✹✳✷✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ✉♥✐q✉❡ ❄
❉✬❡♠❜❧é❡✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
✾
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❉✐st❛♥❝❡❊❞✐t✐♦♥
❡♥tré❡s ✿ ❞❡✉① ♠♦ts w ❡t w′
s♦rt✐❡ ✿ d(w,w′)
✶✿ ❞é❜✉t
✷✿ M [0][0] = 0
✸✿ ♣♦✉r i = 0 à |w| ❢❛✐r❡
✹✿ M [i+ 1][0] = M [i][0] + 1
✺✿ ✜♥ ♣♦✉r
✻✿ ♣♦✉r i = 0 à |w′| ❢❛✐r❡
✼✿ M [0][i+ 1] = M [0][i] + 1
✽✿ ✜♥ ♣♦✉r
✾✿ ♣♦✉r i = 0 à |w| ❢❛✐r❡
✶✵✿ ♣♦✉r j = 0 à |w′| ❢❛✐r❡
✶✶✿ M [i+ 1][j + 1] =
min

 M [i+ 1][j] + 1M [i][j] + ❝♦ût✭s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮
M [i][j + 1] + 1


✶✷✿ ✜♥ ♣♦✉r
✶✸✿ ✜♥ ♣♦✉r
✶✹✿ r❡♥✈♦②❡r
d(w,w′) = M
[
|w|+ 1
][
|w′|+ 1
]
✶✺✿ ✜♥
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ w =
❆❇❆❈❉ ❡t w′ = ❊❆❋❈●❉ ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣r♦❞✉✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❝✐✲❝♦♥tr❡✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
♠♦ts ❡st ❞❡ d(❆❇❆❈❉,❊❆❋❈●❉) = 4✳ ❉❡
♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ ❛ ♠é♠♦r✐sé ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥
♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❡♠✐♥s ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♠♦t à ❧✬❛✉tr❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❛❧✐❣♥❡r ❧❡s ♠♦ts ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
−
E
A
A
B
F
A
C
C
G
D
D
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡
❆❇❆❈❉ à ❊❆❋❈●❉ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥
❊ ❡t ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❇ ♣❛r ✉♥ ❋✱ ❞✬✉♥
❆ ♣❛r ✉♥ ❈✱ ❡t ❞✬✉♥ ❈ ♣❛r ✉♥ ●✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐
♣♦ss✐❜❧❡ ✿
−
E
A
A
B
F
A
−
C
C
−
G
D
D
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s♦♥t ❛❧♦rs ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ✿ ✐♥sér❡r ✉♥ ❊ ❡t ✉♥ ●✱ s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥
❆ ❡t s✉❜st✐t✉❡r ✉♥ ❇ ♣❛r ✉♥ ❋✳
❊ ❆ ❋ ❈ ● ❉
✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
❆ ✶ ✶ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺
❇ ✷ ✷ ✷ ✷ ✸ ✹ ✺
❆ ✸ ✸ ✷ ✸ ✸ ✹ ✺
❈ ✹ ✹ ✸ ✸ ✸ ✹ ✺
❉ ✺ ✺ ✹ ✹ ✹ ✹ ✹
✶✵
❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ■♥✜♥✐té ❞❡ ❝❡r❝❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❡t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❡♥tr❡ ❡✉①
❊①❡♠♣❧❡ ✷ ❙♦✐❡♥t E = [a, b, ab]✱ h = B1(a) ❡t h′ = B1(b)✳ ▲❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉❜s✉♠❡♥t
❜✐❡♥ ❧❡s tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s ✭h  E ❡t h′  E✮ ♠❛✐s h′ 6 h ❡t h 6 h′✳
❈❡❧❛ ❡st ✐♥t✉✐t✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✿ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶ ❡①❤✐❜❡ tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♣❧❛♥ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs
❤②♣♦t❤ès❡s✲❝❡r❝❧❡s ❝♦✉✈r❛♥t ❝❡s ♣♦✐♥ts ♠❛✐s ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉s ❝♦♥✈❛✐♥❝
❛✐♥s✐ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✭✉♥❡ ✐♥✜♥✐té
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣❧❛♥✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
✐❞é❛❧ é✈♦q✉é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✳
❈❡rt❛✐♥s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t s♦✉❧✐❣♥❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ✭❞❡ r❛②♦♥
♠✐♥✐♠❛❧✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s à ❣é♥ér❛❧✐s❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶ ✭❡♥
♥♦✐r✮✳ ❈✬❡st ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ♣♦✉r ♥♦✉s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ♥❡
s❡ ❝♦♥❢♦♥❞ ♣❛s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ✿ ❛✉ss✐ ♣❡t✐t❡ s♦✐t✲❡❧❧❡✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st
♣❛s ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
❜♦✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♣❧✉s ❣r♦ss❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♠❛✐s ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❜♦✉❧❡s s♦♥t ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés✳
❊t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ s♦✐t✱ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡✱
❧✬❛♠♦r❝❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❝✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ❝❡tt❡ ♣✐st❡ ❡st ❜❧♦q✉é❡
♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t
♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡
♠♦ts ❡st NP ✲❞✐✣❝✐❧❡ ❬❞❡ ❧❛ ❍✐❣✉❡r❛ ❛♥❞ ❈❛s❛❝✉❜❡rt❛✱ ✷✵✵✵❪✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♠♦ts W = {w1, . . . , wn} ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
K✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ ♠♦t z ∈ Σ∗ ❡①✐st❡ t❡❧ q✉❡
∑
w∈W d(z, w) < K
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t maxw∈W d(z, w) < K✮ ❡st NP ✲❝♦♠♣❧❡t✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ét❛✐t ✉♥ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ✉♥✐q✉❡✱ s♦♥
❝❛❧❝✉❧ ♣r❡♥❞r❛✐t ✉♥ t❡♠♣s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳
✹✳✷✳✷ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❣❜❛❧❧
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❣❜❛❧❧
❡♥tré❡s ✿ e ∈ E ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ h = Br(o) ∈ H ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳
s♦rt✐❡ ✿ g ∈ H ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ e ❡t h ✭g  h ❡t g  e✮✳
✶✿ ❞é❜✉t
✷✿ c = o
∗
−→ e ④ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ⑥
✸✿ u = ❛✉❍❛s❛r❞❉❛♥s(c) ④ c = o
x
−→ u
y
−→ e✱ x+ y = d(o, e) ⑥
✹✿ x = d(o, u)
✺✿ y = d(u, e)
✻✿ k = max(x+ r, y)
✼✿ r❡♥✈♦②❡r Bk(u)
✽✿ ✜♥
❋❛❝❡ à ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ✺✱ ♥♦té ❣❜❛❧❧✱ ❡♥ ❣✉✐s❡
❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳
✶✶
❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ à ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❡t ❧❡ ♠♦t à ❛❥♦✉t❡r✱ ♣✉✐s à ❝❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜♦✉❧❡ s✉r ❝❡ ❝❤❡♠✐♥
❡t ❡♥✜♥ à ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ r❛②♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t
❝♦♥s❡r✈é❡s à ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❡♥tr❡
s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ✿ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ r❛②♦♥✱ ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥ ❝❡♥tr❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦ts ❞é❥à ❣é♥ér❛❧✐sés✱ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞♦♥♥é ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣r♦♣r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té✱ ❡t❝✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❛r
✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❝❡s str❛té❣✐❡s s❡ ré❢ér❡r❛ à ❬❚❛♥t✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣rés❡♥t
❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❡♥tr❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠♦ts
♣rés❡♥ts s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥ ❝❡♥tr❡ ❡t ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s
❜♦✉❧❡s ♣r♦❞✉✐t❡s✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝❛r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜♦✉❧❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ✐♥❝❧✉t ❜✐❡♥ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡①❡♠♣❧❡ ✿
✕ g  e✱ ❡♥ ❡✛❡t d(u, e) = y ≤ k ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ e ∈ Bk(u) ❀
✕ g  h✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t w ∈ Br(o) ♦♥ ❛ d(o, w) ≤ r ❀ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ d(u,w) ≤ d(u, o)+d(o, w) ❡t ❛✐♥s✐ d(u,w) ≤ x+ r ≤ k ❀ ❞♦♥❝ w ∈ Bk(u)✳
❈♦♠♠❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ r❡♣♦s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❡t
❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ♠♦ts✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡t ❞❡ ❝❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st q✉❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹ ❙♦✐t E = [a, b]✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
h = B0(a)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❡t ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡①❡♠♣❧❡ b ✈❛✉t c : a
1
−→ b✱
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r u ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t s♦✐t ❣❜❛❧❧(h, b) = B1(a)✱ s♦✐t ❣❜❛❧❧(h, b) =
B1(b)✳ ❖r ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡ B1(λ) ❝♦♥t✐❡♥t ❜✐❡♥ E ❡t ❡st ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡
q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣✉✐sq✉❡ B1(λ) ⊆ B1(a) ❡t B1(λ) ⊆ B1(b)✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ r❡t♦✉r♥❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♠♦✐♥❞r❡
❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts ♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
P♦✐♥t ♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❣❜❛❧❧ ❡st ❧✐é à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❝❡❧❛ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❡♥tr❡✳
❆✐♥s✐✱ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♠♦ts a ❡t b ❡t q✉❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ t✐r❛❣❡ ❝♦♥s❡r✈❡
s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛♥❝✐❡♥ ❝❡♥tr❡ ✭x = 0✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
❣❜❛❧❧(B0(a), b) = B1(a) 6= ❣❜❛❧❧(B0(b), a) = B1(b)
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❣❜❛❧❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡①✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡
♥♦✉✈❡❛✉ ❝❡♥tr❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ✶ ❞❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥ ❝❡♥tr❡ ✭x = 1✮✱ s✐ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t λ✱ b✱ a
❡t s✐ ❧❡ s❡✉❧ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡st bb✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐t❡s s♦♥t ✿
✕ B0(λ) ❡st ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❀
✕ B1(b) ❡st r❡❥❡té❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❝♦✉✈r❡ bb ❀
✕ B1(a) ❡st ❛❝❝❡♣té❡✳
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦✉✈r❡ b ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝❡ ♠♦t ❛ été r❡❥❡té à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
▲❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❝♦♠♠❡ ❆❞❛❇♦♦st s❡r♦♥t ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❞❡✈r❛ êtr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡✳
■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❀ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t
✭❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❏❛♥♦❞❡t✮ s✉r ❧❛ ❱❈✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ♣❡✉t ❛❧✐♠❡♥t❡r ♥♦tr❡
ré✢❡①✐♦♥✳
✶✷
❚❤é♦rè♠❡ ✻ P♦✉r |Σ| = 2✱ ❧❛ ❱❈✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❡st ✐♥✜♥✐❡✳
Pr❡✉✈❡ ✭❏❛♥♦❞❡t✱ ✷✵✶✵✮✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s n ♠♦ts✱ t♦✉s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❧❡ i❡ ♠♦t ♥✬❡st ❝♦♥st✐t✉é q✉❡ ❞❡ ❛ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ i❡ ❧❡ttr❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❜✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❡s ♠♦ts s♦♥t ét✐q✉❡tés ✿ k ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✱ (n − k) ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ q✉✐ ♥❡ ❝❛♣t✉r❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❡st ❧❡ ♠♦t ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r n q✉✐ ❛ ❞❡s ❜ ❛✉① ♠ê♠❡s ♣♦s✐t✐♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❞❡s ❛ ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ r❛②♦♥ ✈❛✉t
(k − 1)✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ♣♦s✐t✐❢s s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❛♣rès (k − 1) s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♥é❣❛t✐❢s s♦♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳ 
❈❡ rés✉❧t❛t ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts ✿ ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❡t q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ q✉✐ sé♣❛r❡ ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡
❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ♠♦ts q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭s✐❣♥❡ q✉✬✐❧ ② ❛
❡✉ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣❛s ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❝÷✉r✮ ❡t q✉❡ ❧❡s ♠♦ts s♦♥t ♣❧❛❝és à ❧❛ ♣ér✐♣❤ér✐❡
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✭✐♥❞✐q✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❛♣♣r✐s❡ r❡st❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✮✳
❊♥ rés✉♠é✱ ❣❜❛❧❧ ♥✬❛✈❛♥❝❡ ♣❛s ♣❛r ♣❧✉s ♣❡t✐ts ♣❛s ✭❡①❡♠♣❧❡ ✹✮ ♠❛✐s ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❤②✲
♣♦t❤ès❡s ❝♦rr❡❝t❡s ❡t ❡st s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✭❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
s✬❛❥♦✉t❡ ❞♦♥❝ à ❝❡❧❧❡✱ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❞❡ ❣❝✮✱ ❣❜❛❧❧ ❡st ✐♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ ♠❛✐s ♣❛s ❡①✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t
❣❝ ♥❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ✭❡①❡♠♣❧❡ ✺✮✱ (H,) ❛ ✉♥❡ ❣r❛✲
♥✉❧❛r✐té ❡t ✉♥❡ ❞✐✈❡rs✐té ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ✭❱❈✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ s❛♥s ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❝÷✉r✮✳
❆✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ❛✉① ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♣ré❝✐s❡r q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♥♦tr❡
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❜❛❧❧✳
✹✳✸ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜♦✉❧❡
❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✱ c ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ o ❡t e✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
✈✉ ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶ ❡t ❧✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞❡
♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♠♦t à ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❛s❡
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❡♥ r❡♠♦♥t❛♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛s❡✳
❆✜♥ ❞❡ t♦✉❥♦✉rs ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥ c = o
∗
−→ e✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❡s ❝❤♦✐①
❛r❜✐tr❛✐r❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ s✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ M [i][j] ♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r ❞✬✉♥❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❀
✕ s✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ M [i][j] ♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r ❞✬✉♥❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r✐✈✐✲
❧é❣✐♦♥s ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❀
✕ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ tr♦✉✈é❡s✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à
❞r♦✐t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳
❋✐①❡r ❞❡ t❡❧s ❝❤♦✐① ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❝ ❞✬êtr❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱
t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✼ ❙♦✐❡♥t ❧❡s ♠♦ts w = ❆❇❆❈❉ ❡t w′ = ❊❆❋❈●❉✳ ▲❛ t❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥t✐❡♥t
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞✬é❞✐t✐♦♥ d(❆❇❆❈❉,❊❆❋❈●❉) ❡t d(❊❆❋❈●❉,❆❇❆❈❉)✱ à ❣❛✉❝❤❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❆❇❆❈❉
∗
−→ ❊❆❋❈●❉✱ à ❞r♦✐t❡ ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❊❆❋❈●❉
∗
−→
❆❇❆❈❉✳
✶✸
❊ ❆ ❋ ❈ ● ❉
✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
❆ ✶ ✶ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺
❇ ✷ ✷ ✷ ✷ ✸ ✹ ✺
❆ ✸ ✸ ✷ ✸ ✸ ✹ ✺
❈ ✹ ✹ ✸ ✸ ✸ ✹ ✺
❉ ✺ ✺ ✹ ✹ ✹ ✹ ✹
❆ ❇ ❆ ❈ ❉
✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺
❊ ✶ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺
❆ ✷ ✶ ✷ ✷ ✸ ✹
❋ ✸ ✷ ✷ ✸ ✸ ✹
❈ ✹ ✸ ✸ ✸ ✸ ✹
● ✺ ✹ ✹ ✹ ✹ ✹
❉ ✻ ✺ ✺ ✺ ✺ ✹
▲❡s ❝❛s❡s ❣r✐sé❡s r❡tr❛❝❡♥t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
❞✬é❞✐t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡
❞❛♥s ❧❡ ♠♦t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts ✿
·ABACD → EABACD → EAFACD → EAFC·D → EAFCGD
EAFCGD → A·AFCGD → ABAFCGD → ABACGD → ABACD
◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ét❛♥t ❞é❝r✐t❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛ss❡r à s♦♥ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳
✺ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s
■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❣❧♦❜♦♦st ✭❞é❝r✐t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✮ ❛✈❡❝ ♥♦s
❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞é❞✐és ❛✉① séq✉❡♥❝❡s✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ✶✵ ❢♦✐s ❡t ❣❧♦❜♦♦st ❡①é❝✉té ✶✵ ❢♦✐s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡
✭❛✐♥s✐✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥é ♣♦✉r ❣❧♦❜♦♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✶✵✵ ❡①é❝✉t✐♦♥s✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✿
✕ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥
❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧à ❞❡ ❞é❣❛❣❡r ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t
❞❡ ❝♦♥st❛t❡r s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❀
✕ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦rt❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❡❧ ❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦tr❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
♠ét❤♦❞❡ r❡♣éré❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠ét❤♦❞❡
❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
✺✳✶ ❉♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❯❈■ ❘❡♣♦s✐t♦r②
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❯❈■ ❘❡♣♦✲
s✐t♦r② ❬❋r❛♥❦ ❛♥❞ ❆s✉♥❝✐♦♥✱ ✷✵✶✵❪ ❡t ✐♥❞✐q✉és ❝♦♠♠❡ séq✉❡♥t✐❡❧s✱ à s❛✈♦✐r ✿
✕ t✐❝✲t❛❝✲t♦❡ ✿ ✜♥s ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❛✉ ❥❡✉ ❞✉ ♠♦r♣✐♦♥ ré♣❛rt✐❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ✿ ❝❡❧❧❡s q✉✐
✈♦✐❡♥t ❧❛ ✈✐❝t♦✐r❡ ❞❡s ❝r♦✐① ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ✭✈✐❝t♦✐r❡s ❞❡s r♦♥❞s ❡t ♠❛t❝❤❡s ♥✉❧s✮✱ ❧❡s ❝❛s❡s
❞✉ ❥❡✉ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r ❧❡✉r ❝♦♥t❡♥✉✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❡st ❞❡
t❛✐❧❧❡ ✸ ✭① ♣♦✉r ✉♥❡ ❝r♦✐①✱ ♦ ♣♦✉r ✉♥ r♦♥❞✱ ❜ ♣♦✉r ✉♥ ❜❧❛♥❝✮ ❡t t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t
❞♦♥❝ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✾ ❀
✕ ❜❛❞❣❡s ✿ ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts à ✉♥❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ré♣❛rt✐s ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ✭❝❡✉①
q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ✈♦②❡❧❧❡ ❡♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✮✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✸✵
❝❛r❛❝tèr❡s ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✈❛✉t ✶✹ ❀
✕ ✉s✲❢✐rst✲♥❛♠❡ ✿ ❧❡s ♣ré♥♦♠s ❛♠ér✐❝❛✐♥s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ♣ré✲
♥♦♠s ❢é♠✐♥✐♥s ❞❡s ♠❛s❝✉❧✐♥s✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❝♦♠♣t❡ ✷✻ ❧❡ttr❡s✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ✈❛✉t ✻ ❀
✕ ♣r♦♠♦t❡rs ❡t s♣❧✐❝❡ ✭❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ à ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✮ ✿ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t à ✹ ❧❡ttr❡s ✭❆✱ ❚✱ ❈✱ ●✮✱ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s s♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✻✵✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs✳
▲❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r♦♠♦t❡rs ❡t s♣❧✐❝❡ ♦♥t été tr❛✐té❡s à ❝❡tt❡ ✜♥ ✿ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ♦♥t été ❛❧✐✲
❣♥é❡s ❡t s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ▲❛ tâ❝❤❡ t✐❝✲t❛❝✲t♦❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡
✶✹
❡♥ ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
❛❧✐❣♥és ♣❛r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t ❝♦♠♣❧étés ♣♦✉r êtr❡ t♦✉s ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❛❧♦rs ❢❛✈♦r✐sé❡s ✿ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t tr❛✐t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✓ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣❛r
❝♦❧♦♥♥❡ ✔ s❛♥s ❛✛r♦♥t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉❡ à ❧❛ séq✉❡♥❝❡✱ ❡t ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts q✉✐✱
s✉r ❝❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❡①♣r✐♠❛❜❧❡ ❡♥ ❛ttr✐❜✉ts✲
✈❛❧❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜❛❞❣❡s✱ ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
♣♦s❡r ❛✐sé♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧❡ttr❡ q✉✐ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛ttr✐✲
❜✉t✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉① s✬❡①♣r✐♠❡r ♣❛r ♥✐ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ k✲❚❙❙✱ ♥✐
♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♠♦ts✳
❙✉r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❣❧♦❜♦♦st ✐♥st❛♥❝✐é ♣❛r ♥♦s ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♠❣tss✐ ❡①✐❣❡ ❞❡ ✜①❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r k ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ✿
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t k ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✷ ❡t ✺ ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❣❧♦❜♦ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛✐s q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ sé✲
q✉❡♥❝❡s ✿ r♣♥✐ ❬❖♥❝✐♥❛ ❛♥❞ ●❛r❝í❛✱ ✶✾✾✷❪✱ tr❛①❜❛r ❬▲❛♥❣✱ ✶✾✾✷❪ ❡t r❡❞✲❜❧✉❡ ❬▲❛♥❣
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❊❉❙▼ ✭❊✈✐❞❡♥❝❡ ❉r✐✈❡♥ ❙t❛t❡ ▼❡r❣✐♥❣✮✳ ❚♦✉s s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛♣✲
♣r❡♥❞r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✳ r♣♥✐ ❡t tr❛①❜❛r ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ ✜①❡r
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❝✐❜❧❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❡①é❝✉tés s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡
❝❧❛ss❡ s❡r✈❛♥t à s♦♥ t♦✉r ❞❡ ❝✐❜❧❡✱ ❡t r❡t❡♥✉ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s
é✈❛❧✉♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣r❡s à ❧✬❛ttr✐❜✉t✲✈❛❧❡✉r ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ❞❡
❞♦♥♥é❡s ♣♦✉✈❛✐❡♥t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❞❛♥s ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✿ ❈✹✳✺✱ ❞✉ ❜♦♦st✐♥❣ ❞❡ st✉♠♣s ❡t ♥♦s
♣r♦♣r❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭❣❧♦❜♦✱ ❣❧♦❜♦♦st ❡t ❛❞❛❜♦♦st✲♠❣✮ ✐♥st❛♥❝✐és ❛✈❡❝
✉♥ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞é❞✐é à ❧✬❛ttr✐❜✉t✲✈❛❧❡✉r ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t r❡❝t❛♥❣❧❡✮✳
▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞é❝r✐t ❞♦♥♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ✾✵ ✪ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❡s ✶✵ ✪ r❡st❛♥ts s♦♥t ❣❛r❞és ♣♦✉r ❧❡ t❡st✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s s❡
❝♦♠♣♦rt❡♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♦✉ ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❡✳ ▲❛
s✉♣ér✐♦r✐té s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs ❡st ♠♦✐♥s ❝❧❛✐r❡ ♠❛✐s ❝❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❡s ♣ré❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ✉t✐❧✐sés q✉✐ ❧❡✉r ❢❛❝✐❧✐t❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t
❣❧♦❜♦✱ ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞é♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❢♦♥t ❛♣♣❛✲
r❛îtr❡ ✉♥❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✱ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❝÷✉r✱ ❡t ✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡
❞✐✈❡rs✐té ✿ ❝❡ s♦♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❛✉t♦♠❛t❡s q✉✐ s♦♥t ♣r♦❞✉✐ts ❡t ✐❧s s♦♥t très s♣é❝✐✲
✜q✉❡s✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♣r♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s 0✲ré✈❡rs✐❜❧❡s ♦✉ k✲❚❙❙ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ r❛✐s♦♥ ✿ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s s♦♥t tr♦♣ ❧♦♥❣s ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❛✉t❛♥t ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ s❛♥s ❞♦✉t❡
à ❝❛✉s❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉✐ s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ✭❢✉s✐♦♥ ❞✬ét❛ts✱ ❞ét❡r♠✐♥✐s❛t✐♦♥✱
❡t❝✳✮✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦❞✉✐r❡ 1 000✱ 10 000 ❡t 100 000 ❜♦✉❧❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦♥s✐❞éré ✿ ❧❡s ❜♦✉❧❡s s❡ ré✈è❧❡♥t très ❞✐✈❡rs❡s ❡t r❛♣✐❞❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r ✭❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠♦ts
❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♦♥t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s✮✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s
❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ♣r♦❞✉✐t❡s ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❜♦✉❧❡s
s♦♥t ♣❧✉s q✉❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s✳ ▲❡s
❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❡t
❞é❝♦✉✈❡rts ♣❛r ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❧✬♦♥ ❞é❝♦✉✈r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✲
✈❛❧❡✉rs ♦✉ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✽ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ t✐❝✲t❛❝✲t♦❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ ✺ ❡t ❞❡ ❝❡♥tr❡
❜❜❜❜ ✭q✉✐ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❛✉❝✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦r♣✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡✮✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ ♥é❣❛t✐❢
♠❛✐s ❝♦✉✈r❡ ✶✷✵ ♣♦s✐t✐❢s✱ t♦✉s à ❞✐st❛♥❝❡ ✺ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ✿ ①①①♦♦❜❜❜❜✱ ①♦❜①❜❜①❜♦✱ ①❜❜♦①❜♦❜①✱
♦❜①❜❜①♦❜①✱ ❜♦①♦①❜①❜❜✱ ❜❜①♦❜①♦❜①✱ ❡t❝✳
✶✺
❚❛❜❧❡ ✶ ✕ Pré❝✐s✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ●① ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❆① ❡t ❣❧♦❜♦①✮ ❞é♥♦t❡ ❣❧♦❜♦♦st
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛❞❛❜♦♦st ❡t ❣❧♦❜♦✮ ✐♥st❛♥❝✐é ♣❛r ❧✬❛♣♣r❡♥❛♥t ①
t✐❝✲t❛❝✲t♦❡ ❜❛❞❣❡s ♣r♦♠♦t❡rs ✜rst✲♥❛♠❡ s♣❧✐❝❡
▼❛❥♦r✐té ✻✺✳✸✹ ✪ ✼✶✳✹✸ ✪ ✺✵✳✵✵ ✪ ✽✶✳✻✷ ✪ ✺✵✳✷✻ ✪
❈✹✳✺ ✽✺✳✻✵ ✪ ✾✽✳✻✸ ✪ ✽✶✳✽✸ ✪ ✽✻✳✷✹ ✪ ✾✺✳✹✶ ✪
❆st✉♠♣s ×1 000 ✾✽✳✸✸ ✪ ✶✵✵✳✵✵ ✪ ✽✶✳✸✸ ✪ ✽✹✳✹✽ ✪ ✾✻✳✵✽ ✪
❣❧♦❜♦♠❣r❡❝t ✾✽✳✽✾ ✪ ✾✼✳✷✷ ✪ ✼✼✳✹✵ ✪ ✽✻✳✾✸ ✪ ✾✸✳✻✽ ✪
❆♠❣r❡❝t ×1 000 ✶✵✵✳✵✵ ✪ ✾✽✳✾✽ ✪ ✾✸✳✵✵ ✪ ✽✼✳✶✺ ✪ ✾✼✳✵✷ ✪
●♠❣r❡❝t ×1 000 ✾✾✳✽✻ ✪ ✾✻✳✸✸ ✪ ✾✸✳✾✼ ✪ ✽✻✳✾✷ ✪ ✾✻✳✶✾ ✪
r♣♥✐ ✾✶✳✶✸ ✪ ✻✷✳✷✹ ✪ ✲ ✽✶✳✹✷ ✪ ✲
tr❛①❜❛r ✾✵✳✽✶ ✪ ✺✼✳✹✽ ✪ ✺✻✳✻✵ ✪ ✽✶✳✸✼ ✪ ✺✽✳✸✸ ✪
r❡❞✲❜❧✉❡ ✾✸✳✽✾ ✪ ✻✶✳✵✾ ✪ ✻✸✳✵✷ ✪ ✽✷✳✽✸ ✪ ✺✹✳✻✺ ✪
❣❧♦❜♦♠❣tss✐ ✽✶✳✹✸ ✪ ✼✷✳✷✹ ✪ ✻✵✳✵✵ ✪ ✽✸✳✽✸ ✪ ✼✸✳✹✷ ✪
❣❧♦❜♦♠❣③r ✾✺✳✽✹ ✪ ✼✶✳✹✸ ✪ ✺✵✳✵✵ ✪ ✽✶✳✾✼ ✪ ✲
❣❧♦❜♦❣❜❛❧❧ ✽✾✳✸✷ ✪ ✼✹✳✻✸ ✪ ✼✶✳✼✾ ✪ ✽✼✳✵✽ ✪ ✽✼✳✽✺ ✪
●♠❣tss✐ ×1 000 ✾✶✳✹✼ ✪ ✼✷✳✻✾ ✪ ✻✶✳✶✸ ✪ ✽✾✳✺✵ ✪ ✼✽✳✵✼ ✪
●♠❣③r ×1 000 ✾✽✳✸✻ ✪ ✼✶✳✹✸ ✪ ✺✵✳✵✵ ✪ ✽✸✳✵✼ ✪ ✲
●❣❜❛❧❧ ×1 000 ✾✷✳✻✷ ✪ ✽✵✳✹✶ ✪ ✽✼✳✻✸ ✪ ✽✼✳✶✵ ✪ ✾✸✳✼✻ ✪
●❣❜❛❧❧ ×10 000 ✾✹✳✻✾ ✪ ✽✶✳✸✾ ✪ ✽✽✳✹✸ ✪ ✽✽✳✽✵ ✪ ✾✺✳✻✸ ✪
●❣❜❛❧❧ ×100 000 ✾✹✳✾✵ ✪ ✽✶✳✸✻ ✪ ✽✾✳✵✽ ✪ ✽✾✳✵✻ ✪ ✾✺✳✻✸ ✪
◆■❙❚ s♣❡❝✐❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✸
❙❊❉✐▲ ✾✺✳✽✻ ✪
●❣❜❛❧❧ ×1 000 ✾✸✳✽✶ ✪
●❣❜❛❧❧ ×10 000 ✾✺✳✾✸ ✪
●❣❜❛❧❧ ×100 000 ✾✻✳✸✷ ✪
✶✻
❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❈♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝❤✐✛r❡ ✓ ✷ ✔✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✈❛✉t ✓ ✷✷✷✷✷✹✸✷✹✹✹✹✹✻
✻✻✺✻✺✻✺✹✸✷✷✷✷✷✷✷✹✻✻✻✻✻✻✻✻✻✻✵✵✵✵✷✶✷✶✷✶✷✶✵✵✼✻✻✻✻✺✹✻✻✵✵✷✶✵ ✔
❆✉tr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡t s✉r ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s❡ ♣❧❛❝❡♥t s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❛♣♣r✐s❡s✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t✳
❊①❡♠♣❧❡ ✾ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ✉s✲❢✐rst✲♥❛♠❡✱ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ▲❘▲❘❚❙❱❑❈❆ ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ✼ ❡st
❛♣♣r✐s❡ ✿ ❡❧❧❡ ❝♦✉✈r❡ ✸✹✻ ♣ré♥♦♠s ❢é♠✐♥✐♥s ❡t ♣❛s ✉♥ ♠❛s❝✉❧✐♥✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦✉✈❡rts s♦♥t à ❧❛ ♣ér✐♣❤ér✐❡✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡❧❛ ♣✉✐ss❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t
♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts✱ ❝❡❧❛ r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❜♦✉❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ❜r✉✐té❡s
❬❚❛♥t✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té❡✱ ❡t ❧❡ r❛②♦♥ ❡st
❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉ ❜r✉✐t✳ ■❝✐✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✜♥❛❧❡ ❡st
♣❧✉tôt à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♦✉ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s Rn ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❧❛❝és
à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ s❡r❛✐t ✐♥❞✉❜✐t❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts✳ ❊t ♣♦✉r
t❡r♠✐♥❡r s✉r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❜♦✉❧❡s✱ r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❱❈✲❞✐♠❡♥s✐♦♥
✐♥✜♥✐❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✻✮ ✿ ✐❧ é❝❧❛✐r❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❜♦✉❧❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❡t s❛ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐s❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐
✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❝r❡✉s❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts s♦♥t ❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♣♦✉r ❛✛r♦♥t❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❡❧✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t é✈✐❞❡♥t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✲✈❛❧❡✉rs ❞❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳
✺✳✷ ❘❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡s ♠❛♥✉s❝r✐ts
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ◆■❙❚ s♣❡❝✐❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✸ q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐✲
t✉é❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❜✐t♠❛♣ 128× 128 ❞❡ ❝❤✐✛r❡s ❡t ❞❡ ❧❡ttr❡s ♠❛♥✉s❝r✐ts✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s
s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡s✱ é❝r✐ts ♣❛r ✶✵✵ s❝r✐❜❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ tr❛❝és ✓
❡♥ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ✔ ✭❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ét❛♥t ❛✐♥s✐ ❝♦♥♥❡①❡✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ✭❝❤✐✛r❡s ❞❡ ✵ à ✾✮
❛ ❡♥✈✐r♦♥ 1 000 ✐♥st❛♥❝❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦r♣✉s ❞❡ 10 568 ❝❤✐✛r❡s✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s s✉r ❞❡s ♠♦ts✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝❤❛î♥❡ ♦❝t❛❧❡
s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❬▼✐❝ó ❛♥❞ ❖♥❝✐♥❛✱ ✶✾✾✽❪ ✿ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣✐①❡❧ ❧❡ ♣❧✉s ❡♥ ❤❛✉t à
❣❛✉❝❤❡✱ ♥♦✉s s✉✐✈♦♥s ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❥✉sq✉✬à r❡t♦♠❜❡r s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣✐①❡❧✳ ❉✉r❛♥t s♦♥ ❝❤❡♠✐♥✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣✐①❡❧ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✭❧❛
✜❣✉r❡ ✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡ ❛✐♥s✐ ❝♦❞é✮✳ ❈❡ ❝♦❞❛❣❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✽
❡t ♣r♦❞✉✐t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ✈❛✉t ✼✻ ❡t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✷✵✵ ❝❛r❛❝tèr❡s✳
P♦✉r ❝❡ ❝♦r♣✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❖♥❝✐♥❛ ❛♥❞ ❙❡❜❜❛♥✱ ✷✵✵✻❪
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❙❊❉✐▲ ❬❇♦②❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ P♦✉r
✶✼
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ▼❛r❝ ❙❡❜❜❛♥✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❖♥❝✐♥❛ ❛♥❞ ❙❡❜❜❛♥✱ ✷✵✵✻❪✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛♣♣r✐s❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ tr❛♥s❞✉❝t❡✉r st♦✲
❝❤❛st✐q✉❡ s✉r 8 000 ♣❛✐r❡s ❞❡ ♠♦ts✱ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡t s♦♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
✈♦✐s✐♥ ✭s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ ✽✵ ✪ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❙❊❉✐▲✮✳
▲✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ✜♥❛❧✱ ré❛❧✐sé ♣❛r ❙❊❉✐▲✱ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❛ttr✐❜✉❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
✈♦✐s✐♥✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ét❛♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❣râ❝❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ❛♣♣r✐s❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❙❊❉✐▲ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ♠♦ts✳
P♦✉r ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s❡r✈é ♥♦tr❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤❛❜✐t✉❡❧✱ à s❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈❛✲
❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ✶✵ ❢♦✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ r❛♣✐❞✐té✱ ❧❡s ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡s s❡ ❢♦♥t ❝❡tt❡
❢♦✐s s✉r ✶✵ ✪ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s t❡sts s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✾✵ ✪✳ ❙❊❉✐▲ ❛ été é✈❛❧✉é s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉❜✐t❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❜✐❛✐s ❡♥ s❛ ❢❛✈❡✉r ♣✉✐sq✉❡ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡s ♠♦ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡st ♦♥t été ✈✉s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❙❊❉✐▲✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ 10 000 ❜♦✉❧❡s ❝♦♠❜✐♥é❡s✱ ♥♦✉s
❛tt❡✐❣♥♦♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❙❊❉✐▲ ❡t ❧❡ ❞é♣❛ss♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡
100 000 ❜♦✉❧❡s✱ ♠❛❧❣ré ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ❡st ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡✳
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦tr❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥é❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ ② ❡♠❜❛rq✉❛♥t ❞❡s ❛♣♣r❡♥❛♥ts ✐ss✉s ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❡ ❬❏❛♥♦✲
❞❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ●❛r❝í❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❡st q✉❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡♥t
❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❞ ❤♦❝ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦✉ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❞ ❤♦❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡✲
♥❛♥t ❞❡ ❜❛s❡✳
❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✈♦❧❛t❛✱ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❛②❛♥t ❞é❥à ❢❛✐t s❡s ♣r❡✉✈❡s✱
q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝❧✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❡t ❞✬❡①♣❧♦r❡r
❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞é❞✐és ❛✉① séq✉❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s tr❛✈❛✉① t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ♣❛r ♣♦s✐t✐❢s s❡✉❧s ♣❡✉✈❡♥t
❡♥r✐❝❤✐r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧♦rsq✉❡
❝❡t ❛♣♣♦rt t❤é♦r✐q✉❡ ❢❛✐t ❞é❢❛✉t✱ ✐❧ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✈❛❧✐❞❡♥t ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ✿ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❡t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❜♦✉❧❡s s❡ ré✈è❧❡♥t
♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❡❧ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✳ ❈❡s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❜♦✉❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡♠❜❧❡r ét♦♥♥❛♥ts ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡
❧❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❛✉✈r❡té ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♥♦t❡ q✉✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✜♥✐ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❧❛t✐✈✐sé
❝❡tt❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ♣❛✉✈r❡té ♣❛r ❧❛ ❱❈✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s été ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s à ♠♦✐♥❞r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés
♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✈♦❧❛t❛✱ ❞é❞✐é ❥✉sq✉❡ ❧à ❛✉ ♠♦✐♥❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ✉♥✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ♦✉✈r❡
❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦✉✈❛♥t ✐♥té❣r❡r ❝❡ s②stè♠❡ ❡t ❡♥❝♦✉r❛❣❡ à ❧✬❡①♣❧♦r❡r✳
◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛✐♥s✐ t❡st❡r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❊❈●■ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s à ♠♦✐♥❞r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ♠✉❧t✐♣❧❡s ❬Pr✐❡t♦ ❛♥❞
❱✐❞❛❧✱ ✶✾✾✷❪✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts✱ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t s✬❛♠é❧✐♦r❡r ♣❛r ❧✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✱ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❊♥✜♥✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ✈♦❧❛t❛ ✿ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❣❝ ♣♦✉r ❣é✲
r❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s ❡t r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❣❧♦❜♦♦st ♣❛r ❛❞❛❜♦♦st✲♠❣ ♣♦✉r ❜é♥é✜❝✐❡r
❞✬✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜♦♦st✐♥❣✳
❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts✳▼❡r❝✐ à ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❏❛♥♦❞❡t ♣♦✉r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉r ❧❛ ❱❈✲❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♠♦ts✳ ▼❡r❝✐ à ▼❛r❝ ❙❡❜❜❛♥ ♣♦✉r ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s s✉r ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tèr❡s ❡t ❙❊❉✐▲✳ ▼❡r❝✐ ❛✉① r❡❧❡❝t❡✉rs ❞❡ ❈❆♣✬✷✵✶✵ ❡t ❞❡ ❘■❆ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s✳
✶✽
❘é❢ér❡♥❝❡s
❬❆♥❣❧✉✐♥✱ ✶✾✽✷❪ ❆♥❣❧✉✐♥✱ ❉✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱
✷✾✭✸✮ ✿✼✹✶✕✼✻✺✳
❬❇♦✉r❣♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❇♦✉r❣♥❡✱ ●✳✱ ❙♦❧❞❛♥♦✱ ❍✳✱ ❛♥❞ ❋❛❧❧❛❤✲❙❡❣❤r♦✉❝❤♥✐✱ ❆✳ ❊✳ ✭✷✵✶✵✮✳
▲❡❛r♥✐♥❣ ❜❡tt❡r t♦❣❡t❤❡r✳ ■♥ ❈♦❡❧❤♦✱ ❍✳✱ ❙t✉❞❡r✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ▼✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❊❈❆■
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